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Preliminares

@ Un peso matricial de tamafio N con soporte en un intervalo real
(a, b), es una funciéon W : R — Mpy(C) Hermitiana definida positiva
para casi todo punto en (a, b), se anula fuera de (a, b), y
Je X"W(x)dx < oo.
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@ Un peso matricial de tamafio N con soporte en un intervalo real
(a, b), es una funciéon W : R — Mpy(C) Hermitiana definida positiva
para casi todo punto en (a, b), se anula fuera de (a, b), y
Je X"W(x)dx < oo.

@ Dados P, Q@ € My(C)[x], se asocia al peso el producto interno

(P,Q)w = (P,Q) = / P(x) W (x) Q(x)* dx.

R
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@ Un peso matricial de tamafio N con soporte en un intervalo real
(a, b), es una funciéon W : R — Mpy(C) Hermitiana definida positiva
para casi todo punto en (a, b), se anula fuera de (a, b), y
Je X"W(x)dx < oo.

@ Dados P, Q@ € My(C)[x], se asocia al peso el producto interno

(P,Q)w = (P,Q) = / P(x) W (x) Q(x)* dx.

R

@ Con este producto interno se construye una tnica sucesién de
polinomios ménicos ortogonales {P(x, n)}

Ignacio Nicolds Bono Parisi Transformacién de Darboux entre pesos matriciales y las algebras D(W) 2/13



Preliminares

Dado un operador diferencial ® = ijzo 8jl-'j y un polinomio matricial
Q(x) tenemos que

m

Q) -D =) F(Q))F(x).

Jj=0
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Preliminares

Dado un operador diferencial ® = ijzo 8jl-'j y un polinomio matricial
Q(x) tenemos que

@ Introducimos el dlgebra D(W) asociada al peso W

DW)=<KD = Z@fﬁ tales que P(x,n)-® = A,P(x, n)
j=0
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Preliminares

Tenemos entonces W peso de tamaio N x N,

W—{( , )Yw— P(x,n)— D(W).
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Preliminares

Tenemos entonces W peso de tamaio N x N,

W—{( , )Yw— P(x,n)— D(W).

Definicion: ® se dice W-simétrico si
(P(x) D, Q(x))w = (P(x), Q(x) - D)w
para todo P, Q € Maty(C)[x].
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Preliminares

Tenemos entonces W peso de tamaio N x N,
W—{( , )Yw— P(x,n) — D(W).
Definicion: © se dice W-simétrico si
(P(x) -2, Qx)w = (P(x), Q(x) - D)w

para todo P, Q € Maty(C)[x].

e Se tiene que D(W) = S(W) & iS(W),
donde S(W) = {® € D(W) : D es W-simétrico}.
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Preliminares

Tenemos entonces W peso de tamaio N x N,
W—{( , )Yw— P(x,n)— D(W).
Definicion: © se dice W-simétrico si
(P(x) -2, Qx)w = (P(x), Q(x) - D)w

para todo P, Q € Maty(C)[x].

e Se tiene que D(W) = S(W) & iS(W),
donde S(W) = {® € D(W) : D es W-simétrico}.

Proposicién: Si © = 7, O F; es W-simétrico y deg(F;) < j, entonces
D € D(W).
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Algebra D(W)
Ejemplo: El peso escalar clidsico de Hermite
w(x)=e, xeR.

Sucesién de polinomios ortogonales ménicos:

(-1)" 2 d" .

ha(x) =~ e (e )
El operador diferencial de segundo orden
5 = 0%+ 9(—2x)

es simétrico y estd en D(w)
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Algebra D(W)

Ejemplo: El peso escalar clidsico de Hermite
w(x)=e*, xeR.

Sucesién de polinomios ortogonales ménicos:

i) = C g 0" o

20 € dx" ()
El operador diferencial de segundo orden

5 = 0%+ 9(—2x)

es simétrico y estd en D(w)

hn(x) - 6 = h!(x) — 2xh’.(x) = —2nh,(x)
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Algebra D(W)
Ejemplo: El peso escalar clidsico de Hermite
w(x)=e, xeR.

Sucesién de polinomios ortogonales ménicos:

—1)" 2 d" 2
) = S et & (o)

El operador diferencial de segundo orden

5 = 0%+ 9(—2x)

es simétrico y estd en D(w)
hn(x) - 6 = h!(x) — 2xh’.(x) = —2nh,(x)
Mds adn, el dlgebra D(w) es:
D(w) = C[a],
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Algebra D(W)

Consideremos el peso de Hermite 2 x 2,
2
2 e % 0
w(x)®w(x)=e X1 =
(x) & w(x) o e

Ignacio Nicolds Bono Parisi Transformacién de Darboux entre pesos matriciales y las algebras D(W) 6 /13



Algebra D(W)

Consideremos el peso de Hermite 2 x 2,

w(x) ® w(x) =e x| = <e—x 0 2> :

0 e

. e —x2 o]
Conociendo el &lgebra para el caso escalar w(x) = e, facilmente se

deduce que
) - _(cl cpl
o= (g cig):
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Algebra D(W)

Consideremos el peso de Hermite 2 x 2,

w(x) ® w(x) =e x| = <e—x 0 2> :

0 e

. e —x2 o]
Conociendo el &lgebra para el caso escalar w(x) = e, facilmente se

deduce que
) - _(cl cpl
o= (g cig):

i Qué pasa con pesos mas complicados?
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Algebra D(W)

Consideremos el peso de Hermite 2 x 2,

w(x) ® w(x) =e x| = <e—x 0 2> :

0 e
. e —x2 o]
Conociendo el &lgebra para el caso escalar w(x) = e, facilmente se

deduce que
) - _(cl cpl
o= (g cig):

i Qué pasa con pesos mas complicados?

Por ejemplo

W(x) = e (

1+ a?x ax
ax 1/
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Algebra D(W)

Consideremos el peso de Hermite 2 x 2,

w(x) ® w(x) =e x| = <e—x 0 2> :

0 e

. e —x2 o]
Conociendo el &lgebra para el caso escalar w(x) = e, facilmente se

deduce que
) - _(cl cpl
o= (g cig):

i Qué pasa con pesos mas complicados?

Por ejemplo

ax 1

W(x) = e (

i Qué puedo decir sobre el dlgebra D(W)?

1+ a?x ax)
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Transformacién de Darboux

Transformacion de Darboux.
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Transformacién de Darboux

Transformacion de Darboux.

Definicion: Dados dos pesos Wy W con (P,) y (Pp) sus sucesiones de
polinomios ménicos ortogonales, decimos que W es una transformacion

de Darboux de W si existe un operador diferencial ® € D(W) que puede
factorizarse como © = VN y cumple

Po(x) -V = ApPn(x) ¥n>0

con A, invertible para todo n.

Ignacio Nicolds Bono Parisi Transformacién de Darboux entre pesos matriciales y las algebras D(W) 7 /13



Transformacién de Darboux

Transformacion de Darboux.

Definicién: Dados dos pesos W y W con (P,) y (P,) sus sucesiones de
polinomios ménicos ortogonales, decimos que W es una transformacién
de Darboux de W si existe un operador diferencial ® € D(W) que puede
factorizarse como © = VN y cumple

Po(x) -V = ApPn(x) ¥n>0
con A, invertible para todo n. B
Como consecuencia inmediata de la defincién se tiene que © = NV esta

en D(W)

Pn- NV =A1P, - VNV = ASIN(D)P, -V = AT TA(D) AL P,
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Transformacién de Darboux

La Transformacién de Darboux define una relacién de equivalencia entre
los pesos matriciales.
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Transformacién de Darboux

La Transformacién de Darboux define una relacién de equivalencia entre
los pesos matriciales.

También nos permite relacionar las dlgebras de los pesos.

Teorema

Se tienen las siguientes contenciones

VD(W)N CD(W) y NDW)Y C D(W)
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Transformacién de Darboux

La Transformacién de Darboux define una relacién de equivalencia entre
los pesos matriciales.

También nos permite relacionar las dlgebras de los pesos.

Teorema

Se tienen las siguientes contenciones

VD(W)N CD(W) y NDW)Y C D(W)

Mas alin, eligiendo bien la factorizacién se tiene

VS(W)N CS(W) y NS(W)V C S(W)
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Transformacién de Darboux

1+ a?x?2 ax

. "
Sean W(x) =e ( ax 1

> y W(x)=e 1.

Veamos que W transformacién de Darboux de W(x).
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Transformacién de Darboux

—~ e 1+ 32X2 ax e
Sean W(x) =e < ax 1) W(x) =e 1.
Veamos que W transformacién de Darboux de W/(x).
Tomamos

e —2x 0 2+ 4/a° 0 2
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Transformacién de Darboux

. 2,2
Sean W(x) = e’ <1 _:i X 31X> y W(x)=e>I.

Veamos que W transformacién de Darboux de W(x).
Tomamos

e —2x 0 2+ 4/a° 0 2

Factorizamos este operador como © = VN.
0 1 2.0
ot )G
—ax -1 —a-—2 0
voo (3 ) (e B)
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Transformacién de Darboux

La sucesién de polinomios ménicos ortogonales de eI es
Pn(x) = hp(x)1.
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Transformacién de Darboux

La sucesién de polinomios ménicos ortogonales de e[ es
Pn(x) = hp(x)1.

Se tiene que Py(x) -V = hp(x) - V = AnPy(x), con

_2 —
Ap = Oa _20_ an invertible para todo n. Luego W es
transformacién de Darboux de W.
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Transformacién de Darboux

La sucesién de polinomios ménicos ortogonales de e[ es
Pn(x) = hp(x)1.

Se tiene que Py(x) -V = hp(x) - V = AnPy(x), con
_2 —

Ap = Oa _20_ an invertible para todo n. Luego W es
transformacion dea Darboux de W.
En particular tenemos que
~ —2x  2a 5+2 0 —

— _ 92 _ 2
soav-gria( 2 2 (352 9)eom,

22
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Transformacién de Darboux

Ahora que tenemos la transformacién de Darboux y conocemos el dlgebra
2 —
de W = e "/, procedemos a calcular D(W).
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Transformacién de Darboux

Ahora que tenemos la transformacién de Darboux y conocemos el dlgebra
2 —
de W = e "/, procedemos a calcular D(W).

Como D(W) = (gg} gg}) tiene todo sus operadores de orden par, y

VD(W)N C D(W), entonces D(W) tiene todos sus operadores de orden
par.
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Transformacién de Darboux

Ahora que tenemos la transformacién de Darboux y conocemos el dlgebra
2 —
de W = e "/, procedemos a calcular D(W).

Como D(W) = (gg} gg}) tiene todo sus operadores de orden par, y

VD(W)N C D(W), entonces D(W) tiene todos sus operadores de orden
par.

Ademds, usando que N'D(W)V C D(W), tenemos que D(W) contiene
los siguientes operadores de orden 2

1 0 0 0
o (3 Ovoen(l Oy

D3:NG (1)> V, D4:N<_OI. (’)> .
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Transformacién de Darboux

Teorema: el algebra D(W) esta generada por {/, D1, D>, D3, D4 }.
0 —ax 2x  —2a-—2 2+4 0
_ 2 2 22
o=y )o( ) (7 o)
0 : (0 o
—% 2x 0 % ’
2.2 2 22°+4
oo f—ax  a*x* -1 —2a  2x(a*+2) 0 .
Ds =0 <—1 ax >+8(0 o JT\e 0 )

22

_ 2,2 _9,_ 4 2
Dy — 82i< ax  a’x?+ 1) Lo < 230 T 2 X§+ 4x>
a

Ignacio Nicolds Bono Parisi Transformacién de Darboux entre pesos matriciales y las algebras D(W) 12 /13



Muchas gracias por escuchar

)
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